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1. Nichtlineare FE-Analysen

Nicht-lineares Systemverhalten wird inkrementell behandelt. Die folgenden Betrachtungen be-

schränken sich auf quasi-statische Prozesse, d.h. es herrscht Gleichgewicht in jedem Zustand.

Zur Beschreibung der Belastungsgeschichte wird ein monoton zunehmender Parameter, die

"Zeit" t ≥ 0 eingeführt. Ausgehend von einem als bekannt vorausgesetzten (im vorangegange-

nen Schritt berechneten) Gleichgewichtszustand zur Zeit t

δ δA t W t( ) ( )− = 0 (1.1)

wird der neue Gleichgewichtszustand zur Zeit t+∆t

δ δA t t W t t( ) ( )+ − + =∆ ∆ 0 (1.2)

durch Formulierung des Prinzips der virtuellen Arbeiten für einen Belastungszuwachs während

∆t berechnet:

t t t A W→ + − =∆ ∆ ∆: δ δ 0 . (1.3)

Dabei ist

δ δ ρ δ
∂

A t u dA b u dVj j

V

j j

V

= +∫ ∫ (1.4)

die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte (ti = Oberflächenkräfte, bi = Volumenkräfte) und

δ σ δεW dVij ij

V

= ∫ (1.5)

die virtuelle Arbeit der inneren Spannungen (virtuelle Verzerrungsenergie).

Entsprechend enthält das FEM-Gleichungssystem als Unbekannte die Verschiebungszuwächse

während ∆t  anstelle der Gesamtverschiebungen:

K(u u f)∆ ∆=  1. (1.6)

Das Gleichungssystem (1.6) ist nichtlinear, weil die Systemsteifigkeitsmatrix K von den

(unbekannten) Verschiebungen ∆u(t+∆t) abhängt. Nichtlinearitäten können sein

• geometrische Nichtlinearitäten: große Deformationen,

• physikalische Nichtlinearitäten: nicht-lineares Stoffgesetz.

1.1 Geometrische Nichtlinearitäten

Im Falle großer Deformationen, bei denen die Änderungen der geometrischen Konfiguration

der Struktur in die Formulierung der Gleichgewichtsbedingungen bzw. des Prinzips der virtu-

ellen Arbeiten eingeht, können die Zustandsgrößen entweder

                                                
1 unterstrichene Symbole bezeichnen Matrizen
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• auf die (meist undeformierte) Ausgangskonfiguration zur Zeit t=0: Total-LAGRANGEsche

(TL) Formulierung (GREENsche Verzerrungen und 2.PIOLA-KIRCHHOFFSCHE Spannungen),

oder

• auf die im vorhergehenden Schritt zur Zeit t berechnete (deformierte) Konfiguration: Upda-

ted-LAGRANGEsche (UL) Formulierung (also für ∆t → 0: ALMANSIsche Verzerrungen und

CAUCHYsche Spannungen)

bezogen werden (GADALA  et al. [1980], Bathe [1996]). Entsprechend sind die dem Programm

einzugebenden Materialwerte (z.B. die einachsige Fließkurve) zu formulieren.

In den folgenden Gleichungen bezeichnet ein Index am Symbol der jeweiligen Zustandsgröße,

• links oben den "Wirkungszustand",

• links unten den "Referenzzustand".

0r
tr

tu0

t =0 t

O

t+∆t

t+∆tr

∆u

0ut+∆t

Bild 1-1: Kinematik großer Deformationen

Die Konfiguration zur Zeit t+∆t wird durch die Ortsvektoren der materiellen Punkte

t t t t t+ += + = +∆ ∆ ∆r r r r u0
0 (1.7)

beschrieben, siehe Bild 1-1. Die Gesamt-Verschiebungen vom Referenzzustand t=0 bis t+∆t

sind

0 0
t t t+ = +∆ ∆u u u (1.8)

und die Gesamt-Verzerrungen (GREENsche quadratische Verzerrungen)

0
0
0

0
0

0
0

0
0

0 0
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∆ ∆
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E G
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.
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T T∂
∂

∂
∂

∂
∂

∂
∂ (1.9)

Die weiteren Betrachtungen beschränken sich auf die Updated L AGRANGEsche Formulierung,

mit dem Referenzzustand t. Die Spannungsänderung während ∆t ist
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t
t t

t
t

t
t

t
+ = + = +∆ ∆ ∆S S S T S (1.10)

mit  S als 2. PIOLA-KIRCHHOFFschen und T als CAUCHYschem Spannungstensor, und die ent-

sprechende Verzerrungsänderung

t
t t

t t
+ = ≈∆ ∆ ∆E E E( ) ( )G G (1.11)

mit E als linearem Verzerrungstensor.

Die virtuelle Arbeit der äußeren Kräfte (bei Beschränkung auf Oberflächenkräfte) während  ∆t

ist  

δ δ δ
∂ ∂

∆ ∆ ∆∆ ∆A dA dAt
t t

t
t t

V Vt t

= ⋅ = ⋅+ +∫ ∫t u t u (1.12)

und die virtuelle Arbeit der Spannungen

δ δ δ δ∆ ∆ ∆ ∆ ∆∆ ∆W dV dV dVt
t t

t
t t

V

t
t

t

V

t t

Vt t t

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅+ +∫ ∫ ∫S E S E S E( )G . (1.13)

Wegen Erfüllung des Gleichgewichts zur Zeit t,

∆ ∆t u S E⋅ − ⋅ ⋅ = − =∫ ∫δ δ δ δ
∂

t

V

t
t

t

V

dA dV A t W t
t t

( ) ( ) 0  , (1.14)

folgt aus Gl. (1.3)

∆ ∆ ∆ ∆t t

V

t

V

dV dA
t t

S E t u u⋅ ⋅ − ⋅ +( ) =∫ ∫δ δ
∂

0 . (1.15)

Mit einem linearisierten inkrementellen Stoffgesetz

∆ ∆t t tS C E= ⋅ ⋅
< >4

(1.16)

erhält man das FE-Gleichungssystem

t K( u u f∆ ∆ ∆) =  . (1.17)

Das Gleichungssystem ist nichtlinear, da die Sekanten-Steifigkeitsmatrix vom noch unbekann-

ten Verschiebungszuwachs ∆u abhängt. Es muß iterativ gelöst werden, z.B. mit einem NEWTON-

Verfahren; Bild 1-2 zeigt schematisch die Vorgehensweise, siehe z.B. ZIENKIEWICZ & TAYLOR

[2000]. Der Verschiebungszuwachs während ∆t ergibt sich als Summe der mit der Tangen-

tensteifigkeitsmatris K zur Zeit t in i Iterationsschritten berechnetet berechneten Zuwächse

∆ ∆u u K r
(j) (j-1)

= =
=

−

=
∑ ∑
j

i

t
j

i

1

1

1

, (1.18)

wobei

r f f u u
(j) (j)

= − ++t t t∆ ∆( ) (1.19)

die sogenannten "Ungleichgewichtskräfte" (residual forces, out-of-balance forces) im Iterations-

schritt j sind. Die Iteration wird bei Erfüllung eines oder mehrerer Konvergenzkriterien, z.B.

r RTOL und / oder u DTOL
(j) (j)

≤ ≤∆ , (1.20)
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abgebrochen. Aus den Verschiebungszuwächsen während  ∆t werden die Verzerrungszuwächse

und daraus die Spannungen berechnet, die Konfiguration und alle kontinuumsmechanischen

Größen aktualisiert und ein neuer Lastschritt begonnen.

f

u

∆u
(1)

∆u
(2)

∆u

∆f
t f

t+∆t f

tu t+∆tu

r
(1)

Bild 1-2: iteratives Lösungsschema im Zeitschritt ∆t

1.2 Physikalische Nichtlinearitäten

Es wird elastisch-plastisches Materialverhalten nach der Theorie von MISES, PRANDTL und REUSS

behandelt.

Aus dem einachsigen Zugversuch entnimmt man folgende Größen und Bedingungen (Bild 1-3):

w Fließbedingung

σ ε≤ =R R R( ) , ( )p
F0  , (1.21)

w HOOKEsches Elastizitätsgesetz

σ
ε σ

ε ε σ=
≤

−( ) >




E R

E R

für

für
F

p
F

 , (1.22)

w Be-/Entlastungsbedingung

˙ , ˙

˙ , ˙

σ ε
σ ε

> >
< =





0 0

0 0

p

p

Belastung

Entlastung
 . (1.23)

RF bezeichnet die einachsige Fließgrenze bei beginnender Plastizierung, die entweder mit einer

Streck- oder einer Dehngrenze des Werkstoffs identifiziert wird.
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RF

σ

εεF

εe

εp

loading

unloading

Bild 1-3: elastisch-plastisches Werkstoffverhalten im einachsigen Zugversuch

Die Verallgemeinerung auf allgemeine mehrachsige Spannungs- und Dehnungszustände führt

zu den Gleichungen und Ungleichungen

w Fließbedingung

σ ε≤ R( )p (1.24a)

mit der Vergleichsspannung nach Mises

σ σ σ= ′ ′3
2 ij ij  (1.24b)

und den Deviatorspannungen

′ = −σ σ σij ij kk
1
3  , (1.24c)

w HOOKEsches Elastizitätsgesetz - inkrementell formuliert entsprechend Gl. (1.16)

˙
˙ ( ˙ )

˙ ˙ ( ˙ )
σ

ε ν
ν

ε δ σ

ε ε ν
ν

ε δ σ
ij

ij kk ij

ij ij kk ij

G R

G R
=

+
−
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

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−( ) +
−


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>









2
1 2

2
1 2

für

für

F

p
F

(1.25)

w Be-/Entlastungsbedingung

′ > >
′ < =





σ σ ε
σ σ ε

ij ij ij

ij ij ij

˙ , ˙

˙ , ˙

0 0

0 0

p

p

Belastung

Entlastung
(1.26)

sowie der zusätzlichen

w Fließregel

˙
˙ ˙

ε ε
σ

σ σ
σ

σij

p

ij ijE
p

p= ′ = ′3
2

3
2

(1.27a)
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mit dem plastischen Sekantenmodul

E
E E

E E
p

t

=
−
t (1.27b)

und dem Tangentenmodul

Et d
= dσ

ε
(1.27c)

aus dem einachsigen Zugversuch, Bild 1-3. Man beachte dass für die UL Formulierung eine

"wahre" Spannungsdehnungskurve, also wahre (CAUCHYsche) Spannungen über logarith-

mischen (HENCKYschen) Dehnungen erforderlich ist.

Die zur MISES-Vergleichsspannung konjugierte plastische Vergleichsdehnrate ε̇ p  ergibt sich aus

der Äquivalenzbedingung für die plastische Dissipationsleistung

σ ε σ εij ij
˙ ˙p p= (1.28)

zu ˙ ˙ ˙ε ε εp p p= 2
3 ij ij  . (1.29)

Durch Integration erhält man die akkumulierte plastische Vergleichsdehnung

ε ε τp p d= ∫ ˙
0

t

 , (1.30)

die als innere Variable die Belastungsgeschichte und insbesondere die Verfestigung R( )ε p  be-

schreibt. Die plastischen Dehnungsinkremente sind deviatorisch, d.h.

 ε̇kk
p = 0 . (1.31)
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2. FE-Netze in der Umgebung von Spannungskonzentratoren

Hohe Spannungsgradienten erfordern feine Diskretisierungen und führen damit zu einer gro-

ßen Zahl von Freiheitsgraden. Elastisch-plastische Rechnungen an Bauteilen mit Spannungs-

konzentratoren sind deshalb hinsichtlich Speicherbedarf und Rechenzeiten sehr aufwendig. Alle

Möglichkeiten der Reduzierung von Freiheitsgraden sollten folglich unbedingt ausgeschöpft

werden:

• Einführen von Symmetriebedingungen,

• soweit möglich und vertretbar Beschränkung auf 2-dimensionale Modelle der Gesamtstruk-

tur,

• 2-dimensionale Modellierung von Strukturteilen im Fernfeld,

• Konstruktion spezieller Singularitätselemente mit rissspezifischen Ansatzfunktionen.

Das bedeutendste Hindernis für die Etablierung bruchmechanischer FE-Analysen in der Praxis

ist der für die Vernetzung erforderliche Zeitaufwand. Durch Einführung einer "Modul-Technik"

kann man den Vernetzungsprozess wesentlich vereinfachen und beschleunigen. Dabei wird im

Bauteil um die Rissfront herum eine "Box" freigelassen. Dieser frei gelassene Ausschnitt wird

durch entsprechende Skalierung einer fertigen aufbereiteten 3D "Riss-Box" ersetzt. Die Global-

vernetzung erfolgt unabhängig von dem Ausschnitt mit relativ großen Elementen. Diese Metho-

de wurde von CORNEC et al. [1999, 2001] mit dem Programm IDEAS verifiziert.

3

1
4

2

CD.BOX ALS PLUG-IN-MODULE

Durchriß (aus acht CD.Boxen zusammengesetzt)

Oberflächenriß (aus vier CD.Boxen zusammengesetzt)

Kantenoberflächenriß (aus zwei CD.Boxen zusammengesetzt)

Kugeldefekt an der Oberfläche (aus vier CD.Boxen zusammengesetzt)

3

1

4

2

      

Bild 2-1: Modulare Vernetzung von Strukturen mit Rissen und anderen Defekten



WMSReport0201.doc, Brocks, 30.08.02 - 10 -

Bild 2-2: Verformte Zugscheibe nach Bild 2-1 mit Verteilung der plastischen Vergleichsdeh-

nung

2.1  Singuläre isoparametrische Elemente

Die Rissspitze ist ein singulärer Punkt. Eine beliebige Verfeinerung des FE-Netzes ist weder

praktikabel noch unter Konvergenzgesichtspunkten sinnvoll. Stattdessen werden für stationäre

(nicht wachsende) Risse spezielle singuläre Rissspitzenelemente verwendet, die die Verzer-

rungssingularitäten der linear elastischen Bruchmechanik LEBM (IRWIN [1957])

ε ij r≅ − 1
2 (2.1a)

oder der elastisch-plastische Bruchmechanik EPBM (HRR-Feld, HUTCHINSON [1968], RICE &

ROSENGREN [1968]) für den Grenzfall ideal-plastischen Werkstoffs (n → ∞)

ε ij r≅ −1 (2.1b)

abbilden.

Singuläre Rissspitzenelemente wurden in den Anfängen der numerischen Behandlung von

bruchmechanischen Problemen entwickelt und angewendet, um die Genauigkeit berechneter

Spannungsverläufe an der Rissspitze und ermittelter K-Faktoren bei begrenzter Rechnerkapa-

zität zu steigern. BARSOUM [1977] fand, dass dreieckige bzw. prismatische quadratische isopa-

rametrische Elemente, die durch Kollabieren einer Seite bzw. Fläche und durch Verschieben der

Mittenknoten auf die 1/4-Position gebildet werden (double distorted elements), sowohl die
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1/√r- Singularität der LEBM als auch die 1/r-Singularität der EPBM für ideal-plastisches Ma-

terial aufweisen, siehe Bild 2-3.

x

y

2

6

7

5

4

8
1

3

b

3/4 a1/4 a

ξ

η

1 2

34

5

6

7

8

Bild 2-3: kollabiertes Viertelpunkt-Element

Das Verzerrungsfeld hat die Form

ε ϑ
α ϑ α ϑ

α ϑij
ij ij

ijr
r r

( , )
( ) ( )

( )
( ) ( )

( )= + +
0 1

2  . (2.2)

Erfahren alle Rissspitzenknoten die gleiche Verschiebung, also u u ux x x
[ ] [ ] [ ]1 4 8= =  und

u u uy y y
[ ] [ ] [ ]1 4 8= =  ist α ij

( )1 0= , und die 1/√r- Singularität der LEBM des Verzerrungsfeldes und

damit auch des Spannungsfeldes ist realisiert. Werden die Mittenknoten nicht auf die Viertel-

position verschoben und können sich die Rissspitzenknoten unabhängig voneinander verschie-

ben, verschwindet der erste Term, α ij
( )0 0= , und man erhält die 1/r-Singularität des Verzer-

rungsfeldes in ideal-plastischem Material. Trotz der Singularität bleibt die Verzerrungsenergie-

dichte σ ε ϕij ij

A

r dr d∫∫   für r → 0 beschränkt.

Numerische Studien z.B. von MCMEEKING & RICE [1975] und BROCKS et al. [1985] haben ge-

zeigt, dass dreieckige kollabierte 8-Knoten-Elemente mit 1/r-Singularität gut für elastisch-

plastische Rechnungen geeignet sind. Die Bedeutung singulärer Elemente für bruchmechani-

sche FE-Analysen hat in jüngerer Zeit etwas abgenommen, weil

• sie für Rissfortschritts- und schädigungsmechanische Rechnungen ungeeignet sind, in de-

nen eine regelmäßige Elementanordnung im Ligament erforderlich ist (siehe Bild 2.10),

• die Berechnung des J-Integrals nach der Methode der virtuellen Rissverschiebung auch für

relativ grobe Netze zu guten Ergebnissen führt (vgl. BROCKS & SCHEIDER [2001]).

Für die Berechnung der Rissspitzenöffnung bei großen plastischen Verformungen ("blunting",

siehe Bild 2.6) und von Spannungsverläufen an der Rissspitze sind sie dagegen nach wie vor

unentbehrlich.
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2.2  Beispiel 1: C(T)-Probe

Bild 2-4: FE-Netz (2D) einer C(T)-Probe (W = 50 mm, a/W = 0,5); Ausnutzung der einfachen

Symmetrie im Ligament

1

2

3 1

2

3

Bild 2-5: Netzausschnitt der Rissspitzenumgebung mit kollabierten Elementen
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1

2

3 1

2

3

Bild 2-6: verformtes Netz in der Rissspitzenumgebung, Rissspitzen-Ausrundung (blunting)

PEEQ VALUE

+0.00E+00

+4.17E-03

+8.33E-03

+1.25E-02

+1.67E-02

+2.08E-02

+2.50E-02

+2.92E-02

+3.33E-02

+3.75E-02

+4.17E-02

+4.58E-02

+5.00E-02

+4.40E+00

Bild 2-7: plastische Vergleichsdehnungen im verformten Netz
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2.3.  Beispiel 2: Kreuzprobe

Bild 2-8: FE-Netz (2D) einer biaxial gezogenen kreuzförmigen Probe; Ausnutzung der doppel-

ten Symmetrie
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Bild 2-9: Netzausschnitt der Rissspitzenumgebung mit regelmäßiger Elementanordnung im Li-

gament zur Simulation von Rissfortschritt

Bild 2-10: Verformtes Netz mit Rissfortschritt (CTOA gesteuert)
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2.4.  Beispiel 3: Rohrknoten mit Schweissnahtriss

32896
HEXAEDER
ELEMENTE

Bild 2-11: 3D FE-Netz des Rohrknotens; Ausnutzung der einfachen Symmetrie

(CORNEC et al. [1999])

   

ANSICHT
SYMMETRIE-
EBENE

Riss

Bild 2-12: Detail des FE-Netzes am halbelliptischen Oberflächenriss in der Schweissnaht
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3. Ermittlung von Bruchkennwerten

3.1. Spannungsintensitätsfaktoren

Die Spannungsintensitätsfaktoren KI , KII , KIII  der LEBM bestimmen die Singularitäten der

Spannungsfelder an der Rissspitze ebenso wie die Nahfeldlösungen der Verschiebungsfelder

für die drei Rissöffnungsarten. Sind Lösungen für Spannungs- und Verschiebungsfelder be-

kannt, können die entsprechenden Beziehungen umgekehrt zur Ermittlung der Intensitätsfakto-

ren benutzt werden:

K

K

K

r

r

r

r
r

yy

xy

yz
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II

III






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
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 , (3.1a)
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( , )

( , )

( , )

(3.2a)

mit

κ
ν

ν
ν

=
−
−
+







3 4
3
1

für EVZ

für ESZ  . (3.2b)

Wertet man also die Gln (3.1a-c) mit den numerisch ermittelten Spannungs- oder Verschie-

bungskomponenten für verschiedene Abstände r von der Rissfront aus, so können durch Ex-

trapolation r  → 0 die Spannungsintensitätsfaktoren bestimmt werden. Die Berechnung aus den

Verschiebungen setzt eine Annahme über EVZ- oder ESZ-Bedingungen2 voraus, was im Falle

eines 2D Modells den Annahmen der FE-Rechnung entspricht. Bei einer 3D Rechnung hinge-

gen liegt der "wahre" Zustand irgendwo zwischen den beiden Grenzzuständen.

In der LEBM sind die Spannungsintensitätsfaktoren mit der Energiefreisetzungsrate   G  ver-

knüpft:

  
G = =

′
+( ) +J

E
K K

G
K

1 1
2

2 2 2
I II III (3.3a)

mit ′ =





E

E
E

für ESZ

1-
für EVZ

ν 2

  und  2
1

G
E=
+ ν

 . (3.3b)

Für reinen Modus I gilt

K J EI = ′  . (3.4)

Nach einer Idee von PARKS [1974] kann die Energiefreisetzungsrate (und damit K) nach der

Methode der virtuellen Rissverlängerung durch Verschieben eines Elementbereiches um die

                                                
2 EVZ = ebener Verzerrungszustand (plane strain), ESZ = ebener Spannungszustand (plane stress)
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Rissspitze herum berechnet werden. Dieses Verfahren wurde von PARKS [1977] und DELORENZI

[1982] auf nichtlineares Materialverhalten erweitert und ist zum Standardverfahren für die J-

Berechnung in der LEBM geworden (siehe Abschnitt 3.2 und BROCKS & SCHEIDER [2001]).

Bei Überlagerung von Modus I und II (Mixed-Mode) gilt zusätzlich zu Gl. (3.3a)

J
K K

E2 2= −
′

I II  , (3.5)

für die zweite Komponente des "J-Vektors", siehe z.B. KIENZLER [1993]. Man beachte, daß J2

nicht wegunabhängig ist sondern von der Länge der Rißflanken abhängt, die vom Linienintegral

umschlossen werden (GOLEBIEWSKA-HERRMANN & HERRMANN [1981]).

Ein effektive Verfahren zur Bestimmung von Energiefreisetzungsraten - und damit von Span-

nungsintensitätsfaktoren - basieren auf IRWIN's "Rissschließungsintegral" (virtual crack closure

integral, VCCI) - dem Pendant zur "virtuellen Rissverlängerung" (Bild 3-2) -

G a r x a u r a x a a x
a

x

a

yy yI d( ) lim ( , , ) ( , , )= = = = − = +
→

=
∫δ

δ

σ ϑ δ ϑ π δ
0

1
2

0

0  . (3.6)

RYBICKI  & KANNINEN [1977] haben als Erste das modifizierte Rissschließungsintegral für 2D-

Probleme eingeführt, mit dessen Hilfe das Integral aus einer einzigen FE-Rechnung berechnet

werden konnte. Erweiterungen der Methode auf 3D-Probleme und Elemente höherer Ordnun-

gen sowie singuläre Elemente stammen von BUCHHOLZ [1984] und RAJU [1987]. Eine Übersicht

über die Anwendung der Methode geben BUCHHOLZ et al. [1999].

3.2. Das J-Integral

Das J-Integral

J W x n u sjk k j= −[ ]∫ d 2 1σ , d
Γ

(3.7)

wurde von CHEREPANOV [1967] und RICE [1968] in die LEBM eingeführt. Es ist unter den Be-

dingungen

(1) zeit-unabhängige Prozesse, keine Volumenkräfte: σ ij j, = 0 ,

(2) kleine Deformationen: ε ij i j j iu u= +( )1
2 , ,  ,

(3) homogenes hyperelastisches Material: σ
εij

ij

W= ∂
∂

(4) ebene Spannungs- und Verschiebungsfelder, d.h. keine Abhängigkeit von x3,

(5) gerade und spannungsfreie Rissflanken parallel zu x1 (siehe Bild 3-1)

wegunabhängig, d.h. 
Γ Γ Γ1 2

2∫ ∫ ∫
← → ←

−[ ] = − [ ] = [ ]W x n u sjk k j id d ... ...,σ .
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RICE [1968] und BUDIANSKY & RICE [1973] haben auch gezeigt, dass das Linienintegral iden-

tisch der Energiefreisetzungsrate

  J U A= G = − ∂ ∂( ). (3.8)

für ebene Rissausbreitung ∆A ist. In der LEBM ist das J-Integral deshalb nach Gl. (3.3a) mit

den Spannungsintensitätsfaktoren verknüpft.

Γ1

Γ2

Γ-

Γ+

x1

x2

ni

u u x xi i= ( , )1 2

σ σij ij x x= ( , )1 2

d dS h s=

n e e e= = +ni i sin cosϑ ϑ1 2

d cos dx s1 = ϑ

d sin dx s2 = ϑ

Bild 3-1: Definition verschiedener Konturen zur J-Integral-Berechnung

Die Berechnung eines Linienintegrals nach Gl. (3.7) ist in der FEM unvorteilhaft, weil Koordi-

naten und Verschiebungen auf Knotenpunkte, Spannungen und Verzerrungen auf GAUSS-

Punkte bezogen sind. Spannungsfelder sind im allgemeinen nicht stetig über Elementgrenzen

hinweg, und die Extrapolation von Spannungen auf Knotenpunkte macht zusätzliche Annahmen

erforderlich. Deshalb wird üblicherweise eine Gebietsintegralmethode zur Berechnung von J

benutzt. Durch Anwendung des GAUSSschen Divergenzsatzes kann das Linienintegral in ein

Gebietsintegral über ein endliches Gebiet um die Rissspitze herum umgeformt werden. Diese

Methode ist numerisch robust und liefert auch für grobe Netze genaue Werte. Sie wurde zuerst

von PARKS [1977] vorgeschlagen und später von DELORENZI [1982] weiter ausgearbeitet.

B0

x1

x2

∆a

Bild 3-2: Virtuelle Rissverlängerung
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Das J-Integral wird dabei als Energiefreisetzungsrate interpretiert, die mit einer fiktiven Rissver-

längerung ∆a, verbunden ist, siehe Bild 3-2,

  

J
A

u W x Sij j k ik k i= −[ ]∫∫1

0
∆

∆
c

dσ δ, ,

B

 , (3.9)

wobei ∆xk die Verschiebung der Rissfrontkoordinaten, ∆Ac der entsprechende Zuwachs der Riss-

fläche und das Integrationsvolumen die graue Fläche in Bild 3-2 ist. Wegen dieser physi-

kalischen Interpretation ist die Gebietsintegralmethode auch unter dem Namen "Methode der

virtuellen Rissverlängerung" bekannt.

Lokale J-Werte entlang einer beliebig gekrümmten ebenen Rissfrontkurve können dadurch de-

finiert werden, dass man eine Scheibe konstanter infinitesimal kleiner Dicke senkrecht zur Riss-

front legt und die Integrale über deren Oberfläche ausführt, siehe Bild 3-3. Eine 3D Verallge-

meinerung der Methode der virtuellen Rissverlängerung läuft deshalb auf die Verschiebung

einzelner Rissfrontknoten und die Berechnung der damit verbundenen lokalen Energiefreiset-

zungsrate hinaus (BAKKER [1984]).

ξ3

ξ1

ξ2

sc

P

Bild 3-3: Definition lokaler J-Werte für dreidimensionale Probleme

Im Falle elastisch-plastischen Materialverhaltens nach der inkrementellen Plastizitätstheorie geht

selbstverständlich die Eigenschaft der "Wegunabhängigkeit" des J-Integrals verloren

(MCMEEKING [1977]); seine Eigenschaft, das Spannungs- und Deformationsfeld nahe der Riss-

spitze zu dominieren, bleibt aber mit gewissen Einschränkungen erhalten (MCMEEKING & PARKS

[1979]). Für kleine plastische Zonen kann ein wegunabhängiges Integral außerhalb der

plastischen Zone berechnet werden. Das bedeutet, dass Γ - oder das entsprechende Gebiet - groß

genug sein muß, um außerhalb der plastischen Zone zu liegen. Bei globaler Plastizierung ist dies

nicht mehr möglich, so dass eine mehr oder weniger ausgeprägte Wegabhängigkeit immer
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auftreten wird. Die Berechnung eines "wegunabhängigen" Integrals wird damit zur Frage nu-

merischer Genauigkeit. Wegen seiner Bedeutung als globale Energiefreisetzungsrate, die auch

zur Bestimmung von J im Experiment herangezogen wird, muß J als "Sättigungswert" ver-

standen werden, der im "Fernfeld" weit weg von der Rissspitze erreicht wird. Jede Art von

"Nahfeld"-Integralen wie bei ATLURI et al. [1984] oder BRUST et al. [1985] ist physikalisch be-

deutungslos. Da J eine monoton wachsende Funktion des Abstandes r von der Rissspitze ist

(YUAN & BROCKS [1989]) - jedes andere Verhalten würde Energieproduktion statt Dissipation

bedeuten -, ist der höchste mit zunehmender Gebietsgröße berechnete J-Wert die beste An-

näherung an den wirklichen Fernfeldwert,

J J r Jtip far field≤ ≤( )  . (3.10)

An einer sich plastisch ausrundenden Rissspitze (Bild 2-6) treten starke Spannungsumlagerun-

gen auf, so dass die Wegabhängigkeit dort stark zunimmt. J wird sogar nur dann überhaupt

einen endlichen Wert beim Grenzübergang zu einer infinitesimal kleinen Kontur behalten, wenn

die VerzerrungsenergiedichteW eine Singularität der Ordnung r-1hat. Dies ist in der LEBM er-

füllt, wo Spannungen und Verzerrungen eine 1 r -Singularität besitzen, sowie für HRR-Felder.

Da die Spannungssingularität an der plastisch ausgerundeten Rissspitze bei Annahme großer

Verzerrungen und inkrementeller Plastizität verschwindet, hat J nicht einmal mehr einen endli-

chen, von Null verschiedenen Grenzwert

J W x n u s W rjk k j
r

tip d= −[ ] = =
→ →

−

+

∫ ∫lim d lim cos d,Γ
Γ

0
2 1

0
2

2

0σ ϑ ϑ
π

π

 . (3.11)

Derselbe Effekt tritt bei wachsenden Rissen auf (YUAN & BROCKS [1989]), wo Spannungen und

Dehnungen zwar immer noch singulär sind, der Grad der Singularität aber nicht hoch genug ist,

um eine von Null verschiedene lokale Energiefreisetzungsrate zu gewährleisten, was RICE

[1965, 1979] als das "Paradoxon der elastisch-plastischen Bruchmechanik" bezeichnet hat, das

aussagt, dass kein Energieüberschuß für das weitere Risswachstum existiert. Zur numerischen

Berechnung eines physikalisch begründeten "Fernfeldwertes" von J siehe BROCKS & SCHEIDER

[2001].

Die Wegunabhängigkeit geht ebenfalls verloren, wenn im virtuell verschobenen Bereich äußere

Belastungen wirksam sind wie z.B.

- Druckbelastung der Rissfläche,

- thermische Dehnungen durch Temperaturgradienten,

- Massenkräfte aus Gewicht oder Beschleunigungen.

Für diese Fälle wurden spezielle "Korrekturterme" hergeleitet, die die Wegunabhängigkeit wie-

derherstellen (siehe z.B. MUSCATI & LEE [1984], SIEGELE [1989]).

3.3. Die Rissspitzenöffnung CTOD und der Rissöffnungswinkel CTOA
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Die numerische Simulation der Rissspitzenöffnung CTOD beim stationären Riss erfordert eine

Rechnung mit großen Deformationen; die Rissumgebung sollte mit kollabierten Elementen ver-

netzt werden, siehe Bild 2.6. Eine einheitliche Definition der Rissspitzenöffnung existiert - wie

im Experiment - nicht. Entsprechend werden auch bei FE-Rechnungen verschiedene Auswer-

tungsverfahren verwendet:

• Lineare Extrapolation der Rissöffnung im Fernfeld auf den Ursprung. Diese Definition er-

laubt die Verwendung eines relativ groben Netzes an der Rissspitze, da die Werte aus-

schließlich auf Fernfeldverschiebungen basieren und damit weitgehend unabhängig von der

Diskretisierung sind. Sie bietet darüber hinaus gute Vergleichsmöglichkeiten mit experi-

mentellen Ergebnissen, da letztere nach ähnlichen Verfahren bestimmt werden.

• Verschiebung des Rissspitzenknotens desjenigen Elementes, das an der freien Rissoberflä-

che liegt. Diese Definition ist zwar sehr einfach zu handhaben, liefert aber Ergebnisse, die

stark von der gewählten Elementierung der Rissspitze abhängen.

• Rissöffnung am Schnittpunkt des Öffnungsprofils mit einer von der Rissspitze ausgehenden

45o-Sekante. Diese Definition entspricht derjenigen der HRR-Theorie und liefert deshalb ei-

nen einfachen analytischen Zusammenhang mit dem J-Integral. Sie ist aber experimentell

nicht zu realisieren.

Der Rissöffnungswinkel CTOA wird insbesondere bei Blechen als Kriterium für Risswachstum

verwendet. Hierfür ist ein regelmäßiges Netz aus gleich großen Rechteckelementen im Ligament

erforderlich, siehe Bilder 2.9 und 2.10.  Auch für CTOA existiert keine einheitliche Definition.

Die Berechnung aus dem rissspitzennächsten Element oder die Mittelung über mehrere Ele-

mente führt zu unterschiedlichen Ergebnissen.
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